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き直せることが分かっている．新たに $Q=\rho_{L}R^{3}\dot{R}$ を導入し， $u=(R, Q)^{T}$ と
おく．ある種のエネルギー関数 $E=E(R, Q)$ を上手く定義すると，(1) $戸$は
$\dot{u}=A(u)\nabla E:=(\begin{array}{ll}0 1- 1 \alpha(u)\end{array})(_{\frac{}{}}^{\frac{\partial E}{\partial Q\partial E\partial R}})$ , (2)
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と表される．ただし， $\alpha(u)$ はある実数値関数である． $\kappa\geq 1$ 及び $p_{\infty}\geq p_{V}$ と
いう自然な仮定のもとで， $\alpha(u)\leq 0$ が成り立ち，直ちに，エネルギーの単調
減少性 $dE(u(t))/dt=(\nabla E(u(t))^{T}A(u)\nabla E(u(t))\leq 0$ が導かれる．







音速 $c$ $1478 [m/s]$
比熱比 $\kappa$ 5/3
基準不凝縮ガス圧力 $p_{G_{0}}$ 14713 [Pa]
飽和蒸気圧 $p_{V}$ 2337 [Pa]
遠方圧力 $p_{\infty}$ $10^{5}$ [Pa]
基準半径 $R_{0}$ $10^{-5}[m]$
液体密度 $\rho_{L}$ 998.2 $[kg/m^{3}]$




る．計算区間を $[0, T]$ とし，時間刻み $t_{0}=0<t_{1}<\cdots<t_{N-1}<t_{N}=T$ は与え
られているとする．時間刻み幅を $h_{n}:=t_{n+1}$ 一ちと定義し，最大時間刻み幅を
$h:= \max_{1\leq n\leq N}h_{n}$ と定義する．時刻 $t=t_{n}$ における近似解を Un $=$ $(塩, Q_{n})^{T},$
と記す．離散勾配法による数値計算スキームは次で与えられる:
$\frac{U_{n+1}-U_{n}}{h_{n}}=A(U_{n})\tilde{\nabla}E(U_{n}, U_{n+1})$ . (3)
ただし，初期条件は $U_{\grave{0}}=u(O)$ とする．ここで， $\tilde{\nabla}$ は離散勾配作用素と呼ば
れるもので，任意の $x,$ $y\in \mathbb{R}^{2}$ と微分可能な関数 $f$ に対して，以下を満たすも
のとして定義される:
$f(y\cdot)-f(x)=\tilde{\nabla}f(x, y)^{T}\cdot(y-x)$ , (4)
$\tilde{\nabla}f(x, x)=\nabla f(x)$ . (5)
[3] では，以下の coordinate increment型の離散勾配作用素が提案されている:
$\tilde{\nabla}f(x, y)=(^{\frac{f(y_{1},x_{2})-f(x_{1},x_{2})}{\frac{f(y_{1},y_{2})-f(y_{1},x_{2})y_{1}-x_{1}}{y_{2}-x_{2}}}})$ (6)
ここで， $x=(x_{1}, x_{2})^{T},$ $y=(y_{1}, y_{2})^{T}\in \mathbb{R}^{2}$ である． $x_{1}=y_{1}$ あるいは $x_{2}=y_{2}$ の
ときは，上記の差分商の代わりに $f$ の導関数の値そのものを用いる． $A(x)$ が





行列 $A$ が (2) にあるような形をしている場合， $\alpha(u)\leq 0$ を満たしていれば，半
不定値となることを注意しておく．





これらの式において， $Q_{n+1}$ は簡単に消去することができる． $Q_{n+1}$ を消去して
得られる非線形方程式を解けば $R_{n+1}$ が求められる．Keller方程式の場合，時




を考える．前提として， $\alpha(u)\leq 0$ を仮定する．先に述べた通り，この仮定か
ら， $dE(u(t))/dt\leq 0$ が導かれる． $\Omega_{0}$ を次で定義される sub-level集合とする:
$\Omega_{0}:=\{x\in(0, \infty)\cross \mathbb{R}:E(x)\leq E(u(O))\}.$
近似解に関するエネルギー関数 $E$ の単調減少性 (7) より， $\{U_{n}\}_{n=0}^{N}\subset\Omega_{0}$ が成
立することに注意．誤差解析のために， $E,$ $\alpha$ に関して，さらに次を仮定する．
(A1) ある $M_{\alpha}\geq 0$ に対して， $-M_{\alpha}\leq\alpha(x)\leq 0(X\in\Omega_{0})$ が成り立つ．
(A2) $\alpha$ は $\Omega_{0}$ 上で Lipschitz連続である．
(A3) $E$ は $\Omega_{0}$ 上で $C^{2}$ 級であり， $\Vert\nabla E\Vert_{\infty}<\infty,$ $\Vert\nabla^{2}E\Vert_{\infty}<\infty$ が成り立つ．
Keller方程式の場合， $\Omega_{0}$ は $(0, \infty)\cross \mathbb{R}$ 内のコンパクト集合であり，かつ $E,$ $\alpha$
は $\Omega_{0}$ 上で $C^{\infty}$ 級であることがわかっている．したがって，Keller方程式にお
ける $E,$ $\alpha$ は，仮定 $(A1)-(A3)$ を満たすということを注意しておく．
$u(t)=(R(t), Q(t))^{T}$ を (2) の厳密解とする．(3) の局所離散化誤差を次で定
義する:
$\tau(t_{n}):=\frac{u(t_{n})-u(t_{n-1})}{h_{n-1}}-A(u(t_{n-1}))\tilde{\nabla}E(u(t_{n-1}), u(t_{n-1}))$ .
$\Vert\cdot\Vert_{\infty}$ をベクトルの無限大ノルムとする．つまり， $v=(v_{1}, v_{2})^{T}\in \mathbb{R}^{2}$ に対し




定理 1. $\{U_{n}\}_{n=1}^{N}$ を (3) による近似解とする．初期値は $=u(O)$ とする．こ






であるから， $\Vert\tau(t_{n})\Vert_{\infty}\leq Ch$ が成り立つことがわかる．定義より， $\tau(h)\leq Ch$
も直ちに得られる．口
誤差解析のために，まず次の補題を証明する．
補題 2. $A$ と $\gamma$ を正の実定数とし， $\{a_{n}\}_{n=0}^{\infty}$ をある $M\in \mathbb{R}$ に対して，$0\leq a_{n}\leq M$
$(n\geq 0)$ を満たす数列とする．$\{x$訂譲 0を次を満たすような数列とする:
$x_{n}\leq(1+Aa_{n-1})(x_{n-1}+a_{n-1}\gamma) , x_{0}=0.$
このとき，次が成り立つ．
$x_{n} \leq[\exp(A\sum_{j=0}^{n}a_{j-1})-1]\frac{(1+AM)\gamma}{A}$ . (8)
ただし， $a_{-1}:=0$ とする．
Proof. 数学的帰納法により証明する．(8) が $n=0$ のとき成立するのは明らか











定理 3. $u(t)=(R(t), Q(t))^{T}$ を (2) の厳密解とし， $U_{n}$ を (3) による近似解とす
る． $E,$ $\alpha$ は $(A1)-(A3)$ を満たすと仮定する． $h$ が十分小さいとき，以下の誤差
評価が成り立つ．
$\Vert u(t_{n})-U_{n}\Vert_{\infty}\leq[\exp(\frac{Ct_{n}}{1-Ch})-1]h$ . (9)
ただし， $C$ はんによらない正定数である．






ここで， $\{U_{n}\}_{n=0}^{N},$ $\{u(t)\}_{t\geq 0}\subset\Omega_{0}$ に注意されたい．(A1) より $\Vert A(U_{n-1})\Vert_{\infty}\leq C$
が成り立つ．仮定 (A2) により
$\Vert A(U_{n-1})-A(u(t_{n-1}))\Vert_{\infty}=|\alpha(U_{n-1})-\alpha(u(t_{n-1}))|\leq C\Vert e_{n-1}\Vert_{\infty}$




$\leq\Vert\nabla E(u(t_{n-1}))-\nabla E(U_{n-1})\Vert_{\infty}+\Vert\nabla E(U_{n-1})-\tilde{\nabla}E(U_{n-1}, U_{n})\Vert_{\infty}.$
(10) の右辺第 1項は
$\Vert\nabla E(u(t_{n-1}))-\nabla E(U_{n-1})\Vert_{\infty}\leq C\Vert e_{n-1}1\infty$
と評価できる．次に，(10) の右辺第 2項を評価する．
$\Vert\nabla E(U_{n-1})-\tilde{\nabla}E(U_{n-1}, U_{n})\Vert_{\infty}$
$\leq|\frac{\partial E}{\partial R}(R_{n-1}, Q_{n-1})-\frac{E(R_{n},Q_{n-1})-E(R_{m-1},Q_{n-1})}{R_{n}-R_{n-1}}|$
$+| \frac{\partial E}{\partial Q}(R_{n-1}, Q_{n-1})-\frac{E(R_{n},Q_{n})-E(R_{m},Q_{n-1})}{Q_{n}-Q_{n-1}}|$
$=:I+II.$
81
$I$ と II は次のようにして評価できる．
$I\leq C|$瑞 $-$ 塩-1 $|$
$\leq C(|R_{m}-R(t_{n})+R(t_{n})-R(t_{n-1})+R(t_{n-1})-R_{n-1}|)$
$\leq C(\Vert e_{n}-e_{n-1}\Vert_{\infty}+h_{n-1})$ ,
$II \leq|\frac{\partial E}{\partial Q}(R_{n-1}, Q_{n-1})-\frac{\partial E}{\partial Q}(塩, Q_{n-1})|+C|Q_{n}-Q_{n-1}|$
$\leq C(|R_{m}-R_{n-1}|+|Q_{n}-Q_{n-1}|)$
$\leq C(\Vert e_{n}-e_{n-1}\Vert_{\infty}+h_{n-1})$ .
以上の結果と， $\tau$ (ん) $\leq Ch$ であることから，
$\Vert e_{n}-e_{n-1}\Vert_{\infty}\leq Ch_{n-1}(\Vert e_{n-1}\Vert_{\infty}+\Vert e_{n}-e_{n-1}\Vert_{\infty}+h)$
を得る．ただし， $C$ は $E$ と $\alpha$ にのみ依存する．$h$ が十分小さいとすれば，















の様子は図 2の通りである．時刻 $t=1.00$ , 2.00, $3.00[\mu s]$ における誤差は表 2の
通りになった． $R_{n}$ 及び $Q_{n}$ は，それぞれ $R_{0}$ 及び $\rho_{L}R_{0}^{3}$ で割ることにより正規
化されている．Keller方程式の解析解は一般に求められないので，代わりに 4
次精度の Runge-Kutta法により求めた高精度な近似解と比較している．これ
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図 2: 近似解 $R_{n}$ のグラフ
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